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ДЕЙСТВИЕ ВЯЗКОГО ТРЕНИЯ НА МАЛЫЕ ПОПЕРЕЧНЫЕ
КОЛЕБАНИЯ УПРУГОГО СТЕРЖНЯ С
СОСРЕДОТОЧЕННОЙ МАССОЙ НА КОНЦЕ
Рассмотрена спектральная задача, связанная с описанием малых поперечных колебаний упругого
стержня с сосредоточенной массой на конце под действием вязкого трения. Левый конец стержня
закреплен жестко без трения. Правый конец несет сосредоточенную массу. Описано расположение
спектра такой задачи и получена асимптотическая формула для собственных значений.
Ключевые слова: собственные значения, операторный пучок, краевые условия.
1. Введение. Одной из наиболее ранних, досконально исследованных задач на
собственные значения является рассмотренная Леонардом Эйлером в 1744 году про-
блема определения критической нагрузки для гибкого стержня, работающего на
сжатие и подверженного опасности потери устойчивости. В XIX веке при построе-
нии классической математической физики возникли многочисленные задачи на соб-
ственные значения для колебаний (см.например, [1], [2], [3]). В 70-80 г.г. прошлого
века появляется необходимость в рассмотрении новых начально-краевых спектраль-
ных задач, содержащих спектральный параметр не только в уравнениях, но и в гра-
ничных условиях. Кроме того, особый интерес представляет влияние вязкого трения
на различные изучаемые физические объекты ([4], [5]).
Далее будет представлена задача о поперечных колебаниях стержня, который
находится под действием вязкого трения. Стержни являются наиболее часто при-
меняемыми расчетными схематизациями при рассмотрении поперечных колебаний
судовых конструкций. Ими моделируются балки судового набора, валы, мачты, пил-
лерсы, кронштейны и целый ряд других конструкций. Основными целями расчетов
поперечных колебаний стержней являются: определение спектра собственных ча-
стот и соответствующих им форм колебаний и определение параметров вынужден-
ных колебаний под действием заданной системы возмущающих сил.
Малые поперечные колебания упругого однородного стержня плотности ρ = 1,
растянутого распределённой силой, пропорциональной g(x) > 0, g ∈ C1[0, l], нахо-
дящегося под действием однородного вязкого трения, коэффициент которого k > 0,
описываются уравнением
∂4u
∂x4
+
∂2u
∂t2
+ k
∂u
∂t
− ∂
∂x
(
g(x)
∂u
∂x
)
= 0. (1)
Здесь x – координата, измеряемая от левого конца стержня, t – время, u(x, t) – по-
перечное смещение точки стержня, находящейся на расстоянии x от левого конца в
момент времени t. Левый конец стержня закреплен жестко без трения. На правом
конце находится массивное кольцо массы m > 0, которое может двигаться по верти-
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кали с вязким трением в направлении, перпендикулярном равновесному положению
стержня. Жесткое закрепление левого конца описывается краевыми условиями (2)-
(3)
u(0, t) = 0, (2)
∂u
∂x
∣∣∣∣
x=0
= 0. (3)
Краевые условия на правом конце имеют следующий вид
∂2u
∂x2
∣∣∣∣
x=l
= 0, (4)
− ∂
3u
∂x3
∣∣∣∣
x=l
+m
∂2u
∂t2
∣∣∣∣
x=l
+ g(x)
∂u
∂x
∣∣∣∣
x=l
+ β
∂u
∂t
∣∣∣∣
x=l
= 0, (5)
где l > 0 – длина стержня, β > 0 – коэффициент вязкого трения (демпфирования)
кольца. Условие (4) означает, что стержень соединен с кольцом шарнирно, а условие
(5) означает, что кольцо движется вдоль вертикали с вязким трением. Различные
виды краевых условий в отсутствие демпфирования рассмотрены в [6]. Условие (5)
является физически наиболее оправданным (см.например, [6], [7], [8], [9]). Отметим,
что результаты, близкие к полученным в настоящей статье, для другого краевого
условия на правом конце имеются в работе [10], на левом – в [11]. После стандартного
преобразования u(x, t) = eiλty(λ, x) получаем спектральную задачу
y(4) − λ2y − (gy′)′ + ikλy = 0, (6)
y(λ, 0) = 0, (7)
y(1)(λ, 0) = 0, (8)
y(2)(λ, l) = 0, (9)
−y(3)(l)−mλ2y(l) + g(l)y′(l) + iλβy(l) = 0. (10)
2. Теоретико-операторная трактовка задачи. В данной работе мы исполь-
зуем следующие определения.
Определение 1. Множество значений λ, для которых обратный оператор L(λ)−1
существует как ограниченный замкнутый, называется резольвентным множеством,
а дополнение к нему – спектром пучка L(λ).
Определение 2. Число λ0 ∈ C называется собственным значением ([12], с. 61)
пучка L(λ), если существует вектор y0 ∈ D(A) (называемый собственным векто-
ром) такой, что y0 6= 0 и L(λ0)y0 = 0. Векторы y1, ..., yp−1 называются цепочкой
присоединенных к y0 векторов, если
k∑
s=0
1
s!
dsL(λ)
dλs
∣∣∣
λ=λ0
yk−s = 0, k = 1, p− 1.
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Число p называется длиной цепочки из собственного и присоединенных векторов.
Геометрической кратностью собственного значения называется число соответствую-
щих линейно независимых собственных векторов. Алгебраической кратностью соб-
ственного значения называется максимальное значение суммы длин цепочек, соот-
ветствующих линейно независимым собственным векторам. Собственное значение
называется изолированным, если некоторая его выколотая окрестность принадле-
жит резольвентному множеству. Изолированное собственное значение λ0 конечной
алгебраической кратности называется нормальным, если образ ImL(λ0) замкнут.
Рассмотрим теоретико-операторную трактовку этой задачи. Для этого введём
операторы, действующие в гильбертовом пространстве L2(0, l) ⊕ C согласно следу-
ющим формулам:
D(A) =
{(
y(x)
c
)
:
y(x) ∈W 42 (0, l),
c = y(l), y(0) = y(1)(0) = 0, y(2)(l) = 0
}
,
A
(
y(x)
c
)
=
(
y(4)
−y(3)(l)
)
, G
(
y
c
)
=
( −(gy′)′
g(l)y′(l)
)
,
M =
(
I 0
0 m
)
, K =
(
k 0
0 β
)
.
Рассмотрим операторный пучок
L(λ) = (A− λ2M +G+ iλK)
с областью определения D(L) = D(A). Эта область определения не зависит от спек-
трального параметра λ по определению. Естественно считать, что спектр пучка L(λ)
является спектром нашей задачи, поскольку, расписав уравнение L(λ)Y = 0 поком-
понентно, получим (6) и (10), а условия (7)-(8) входят в описание D(A). Коэффи-
циенты этой задачи являются целыми функциями спектрального параметра λ. По-
этому (см. [12], c. 27) спектр этой краевой задачи и пучка L состоит из нормальных
собственных значений, которые сгущаются только к бесконечности.
Лемма 1. Оператор A самосопряженный и неотрицательный.
Доказательство. Пусть Y =
(
y(x)
y(l)
)
∈ D(A), а Z =
(
z(x)
z(l)
)
, где z(x) ∈
W 42 (0, l), тогда, учитывая, что y(0) = 0, y(1)(0) = 0, и интегрируя по частям дважды,
получаем
(AY,Z) =
l∫
0
y(4)(x)z(x) dx− y(3)(l)z(l) = (11)
= −y(3)(0)z(0) + y′(l)z(2)(l) + y(2)(0)z(1)(0)− y(l)z(3)(l) +
l∫
0
yz(4) dx.
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Отсюда видно, что, если мы положим
z(0) = z(1)(0) = z(2)(l) = 0, (12)
то (AY,Z) = (Y,AZ) и D(A∗) = D(A). Покажем, что оператор A неотрицателен.
Для этого рассмотрим скалярное произведение (AY, Y ). Полагая в (11) Z = Y и
учитывая условия (12), получим
(AY, Y ) =
l∫
0
|y(2)|2 dx > 0.
Откуда видно, что оператор A является неотрицательным. ¤
Лемма 2. Оператор G симметричный и неотрицательный.
Доказательство. Пусть Y ∈ D(A) = D(G), Z ∈ D(A) = D(G). Рассмотрим
скалярное произведение
(GY,Z) = −
l∫
0
(g(x)y′)′z(x) dx+ g(l)z(l)y′(l) =
=
l∫
0
gy′z′ dx = g(l)z′(l)y(l)−
l∫
0
(gz′)′y dx = (Y,GZ). (13)
Таким образом, оператор G симметричный. Покажем, что на области D(G) = D(A)
операторG неотрицательный. Для этого рассмотрим скалярное произведение (GY, Y ).
Из формулы (13) следует, что
(GY, Y ) =
l∫
0
g(x)|y′|2 dx > 0.
¤
Предложение. Спектр пучка L(λ) лежит в замкнутой верхней полуплоскости.
Этот результат следует из [13] для пучка ограниченных операторов, но доказа-
тельство остается справедливым и для случая пучка неограниченных операторов
(см., например, [14]).
3. Асимптотика собственных значений. Найдем асимптотику собственных
значений задачи (6)-(10). Положим, что g = const > 0. Прямое вычисление показы-
вает, что:
y3(λ, x) =
ch(z2x)
(z21 − z22)
− ch(z1x)
z2(z21 − z22)
, (14)
y4(λ, x) =
sh(z2x)
z2(z21 − z22)
− sh(z1x)
z1(z21 − z22)
, (15)
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где
z1 =
√
λ(1 +
g
4λ
− ik
4λ
) + o(
1
λ
), (16)
z2 = i
√
λ(1− g
4λ
− ik
4λ
) + o(
1
λ
). (17)
Решение уравнения (6), которое удовлетворяет условиям (7), (8), (9), имеет вид
y = y(2)3 (λ, l) · y4(λ, x)− y(2)4 (λ, l) · y3(λ, x).
Подставляя его в краевое условие (10), получаем уравнение
y
(2)
3 (λ, l) · (−y(3)4 (λ, l)−mλ2y4(λ, l) + gy(1)4 (λ, l) + iλβy4(λ, l))−
−y(2)4 (λ, l) · (−y(3)3 (λ, l)−mλ2y3(λ, l) + gy(1)3 (λ, l) + iλβy3(λ, l)) = 0,
или с учетом (14), (15), (16) и (17)
gz2 2 (ch (z2 l))
2
(z2 2 − z1 2)2
+
gz1 2 (ch (z1 l))
2
(z2 2 − z1 2)2
+
mλ2z2 2 ch (z2 l) sh (z1 l)
(z2 2 − z1 2)2 z1
+
+
mλ2z1 2 ch (z1 l) sh (z2 l)
(z2 2 − z1 2)2 z2
− iλ β z2
2 ch (z2 l) sh (z1 l)
(z2 2 − z1 2)2 z1
+
z2 4 (sh (z2 l))
2
(z2 2 − z1 2)2
+
+
iλ β z2 sh (z2 l) ch (z1 l)
(z2 2 − z1 2)2
+ 2
z2 2 ch (z2 l) z1 2 ch (z1 l)
(z2 2 − z1 2)2
− z1
4 (ch (z1 l))
2
(z2 2 − z1 2)2
−
−z2
4 (ch (z2 l))
2
(z2 2 − z1 2)2
− gz2
2 ch (z2 l) ch (z1 l)
(z2 2 − z1 2)2
− gz1
2 ch (z1 l) ch (z2 l)
(z2 2 − z1 2)2
− (18)
−z2 sh (z2 l) z1
3 sh (z1 l)
(z2 2 − z1 2)2
+
z1 4 (sh (z1 l))
2
(z2 2 − z1 2)2
− z1 sh (z1 l) z2
3 sh (z2 l)
(z2 2 − z1 2)2
−
−mλ
2z2 sh (z2 l) ch (z1 l)
(z2 2 − z1 2)2
− mλ
2z1 sh (z1 l) ch (z2 l)
(z2 2 − z1 2)2
−
−gz2
2 (sh (z2 l))
2
(z2 2 − z1 2)2
− gz1
2 (sh (z1 l))
2
(z2 2 − z1 2)2
+
iλ β z1 sh (z1 l) ch (z2 l)
(z2 2 − z1 2)2
−
− iλ β z1
2 ch (z1 l) sh (z2 l)
(z2 2 − z1 2)2 z2
+ 2
gz2 sh (z2 l) z1 sh (z1 l)
(z2 2 − z1 2)2
= 0.
Найдем асимптотику корней уравнения (18). Для этого подставим в него:
√
λ =
pin
l
+A+
B
n
+
C
n2
+
D
n3
+O(
1
n4
). (19)
Тогда, приравнивая нулю коэффициенты перед степенями 1/n в (19), получим:
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λn =
pi2n2
l2
+
pi2n
2l2
+
pi2
16l2
+
ik
2
+
g
2
+
1
lm
− 1
2pinm2
−
− g
2pin
+
1
8pin2m2
+
g
8pin2
− 1
4pi2m2n2
+
lg
2pi2mn2
− l
2g2
8pi2n2
− l
2k2
8pi2n2
+ (20)
+
l
6pi2m3n2
− il
pi2n2
(
lkg
4
+
β
m2
+
k
m
) +O
(
1
n3
)
.
4. Выводы. В представленной работе исследована задача, которая описывает
малые поперечные колебания упругого стержня с грузом на конце, находящегося
под влиянием вязкого трения. Описана теоретико-операторная трактовка этой за-
дачи. Доказано, что оператор A самосопряженный, неотрицательный и оператор G
симметричен. Показано, что спектр пучка L(λ) лежит в замкнутой верхней полу-
плоскости. Из формулы (20) видно, что по спектру задачи последовательно можно
найти параметры задачи l, k, g,m, β, т.е. решить обратную задачу для g = const.
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Action of the viscous friction on small transversal vibrations of the rod with one loaded
end.
A spectral problem describing small transversal vibrations of an elastic rod with a concentrated mass
(bead) at the right end under viscous friction is considered. The left end is hinge joined. Location of the
spectrum of such a problem is described and asymptotic formula of the eigenvalues is provided.
Keywords: eigenvalues, operator pencil, boundary conditions.
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Дiя в’язкого тертя на малi поперечнi коливання пружного стержня з зосередженною
масою на кiнцi.
Розглянуто спектральну задачу, пов’язану з описом малих поперечних коливань пружного стержня
з зосередженою масою на кiнцi пiд дiєю в’язкого тертя. Лiвий кiнець стержня закрiплений жорстко
без тертя. Правий кiнець несе зосереджену масу. Описано розташування спектра такої задачi та
отримано асимптотичну формулу на власнi значення.
Ключовi слова: власнi значення, операторний пучок, крайовi умови.
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